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MATRIKS ATAS DIU YANG TERDIAGONALISASI
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ABSTRAK

Matriks yg dapat didiagonalkan memberikan kontribusi yang signifikan dalam proses perhitungan yg
melibatkannya. Proses diagonalisasi suatu matriks sangat ditentukan oleh lapangan asal elemen-elemen yang
menyusun matriks tersebut.

Penelitian ini bertujuan untuk memperkenalkan langkah-langkah diagonalisasi suatu matriks yang
elemen-elemennya berasal dari suatu Daerah Ideal Utama (DIU) dan karakteristik elemen di diagonal utama
matriks hasil proses diagonalisasi tersebut.

Metode yang digunakan dalam peneltian ini adalah metode studi pustaka yang melibatkan proses analisis
tentang teori dasar matriks dan ring, terutama DIU, serta operasi-operasi yang berlaku pada matriks, untuk
membuktikan suatu teorema yang akan menyajikan langkah-langkah diagonalisasi matriks yang dimaksud.

Teorema diagonalisasi tersebut memberikan jaminan ekuivalensi antara matriks berukuran Sx1 atas DIU

dengan matriks diag(d,,d,,....d,) dengan u=min{s,t} dan d, |d,|...|d,.

Kata kunci: DIU, matriks diagonal, matriks elementer, unit.

PENDAHULUAN

Proses diagonalisasi suatu matriks adalah proses yang melibatkan Operasi Baris
Elementer (OBE) utk mengenolkan semua elemen matriks tersebut kecuali elemen di diagonal
utama. Umumnya elemen suatu matriks berasal dari lapangan yang berbeda. Setiap lapangan
memiliki ciri khas yang mempengaruhi proses diagonalisasi matriks.

Salah satu lapangan yang telah dikenal adalah Daerah Ideal Utama (DIU). Proses
diagonalisasi matriks atas DIU melibatkan matriks A dan B yg berukuran sama dan memenubhi
B = XAY , dengan X dan Y masing-masing adalah matriks invertibel.

Teori dasar tentang ring, terutama DIU, sangat diperlukan karena elemen matriks dalam
penelitian ini adalah anggota DIU (Fraleigh, 1980). Dasar-dasar pembuktian teorema
diagonalisasi atas daerah Euclid dipergunakan sebagai pedoman untuk membuktikan
berlakunya teorema tersebut atas DIU (Hartley&Hawkes, 1974).

Penelitian ini bertujuan untuk memberikan metode yang  sistematis  untuk
mendiagonalkan suatu matriks atas DIU dan memperkenalkan karakteristik matriks diagonal
yang merupakan hasil proses diagonalisasi tersebut. Metode yang dihasilkan dari penelitian
ini  dapat dijadikan sebagai pedoman tambahan untuk menemukan metode-metode

diagonalisasi matriks atas lapangan yang lain.
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DASAR TEORI
Definisi 2.1. Sebuah matriks nxn disebut matriks elementer jika matriks tersebut dapat
diperoleh dari matriks satuan I, dengan melakukan sebuah operasi baris elementer tunggal,
(Anton, 1991).
Definisi 2.2. Jika X matriks bujursangkar dan dapat ditemukan matriks Y sehingga
XY =YX =1, maka X dikatakan invertibel dan Y disebut invers X, (Anton, 1991).
Definisi 2.3. Diketahui A dan B dua matriks berukuran sama atas ring R. Matriks B ekuivalen
dengan A atas R jika dan hanya jika terdapat matriks invertibel X dan Y sehingga B = XAY ,
(Anton, 1991).
Definisi 2.4. Jika R ring komutatif dengan elemen satuan 1, a elemen R disebut unit jika ada
b eR sehingga ab=1.
Definisi 2.5. Misalkan A< R*". A disebut matriks diagonal jika a; =0, untuk i= j.
Lemma 2.6.
Efek pergandaan awal (pre-multiplying) pada matriks :

(1). By, menukar baris ke-i dengan baris ke-j
(i)). B, (w), menggandakan baris ke-i dengan w
(iii). B (r), menambahkan r kali baris ke-j ke baris ke-i,
disebut operasi elementer baris.
Efek pergandaan akhir (post-mutiplying) pada matriks :

(). K, menukar kolom ke-i dengan baris ke-j
(ii). K;(w), menggandakan kolom ke-i dengan w
(iii). K (r), menambahkan r kali kolom ke-j ke kolom ke-i,
disebut operasi elementer kolom.
Definisi 2.7. Suatu Daerah Integral (DI) R disebut DIU, jika untuk setiap ideal A dalam ring
R, ada &, € A dengan sifat A=(a,)=(ra,|r eR).
Teorema 2.8. Jika a,b € R Dl dengan a|b dan b|a maka ada unit u <R sehingga a=ub.

Definisi 2.9. Misalkan R DIU. Suatu d € R disebut elemen prima, jika d = 0dan d bukan unit
maka untuk setiap a,be R, jika d |ab maka d|a atau d|b.
Definisi 2.10. Misalkan R DIU. Suatu d € R disebut elemen irredusibel, jika

(i). d=0,

(ii). d bukan unit,

(iii). untuk setiap a,b e R, jika d =ab maka a atau b unit.
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Teorema 2.11. Jika a,b € R DI maka pernyataan berikut ekuivalen :
a). alb dan bla,
b). Ra=Rb,
). Ada unit ue R sehingga b=ua
Definisi 2.12. Suatu R DI disebut daerah faktorisasi tunggal (DFT), jika:
1. Setiap elemen di R yang bukan nol dan bukan unit dapat disajikan sebagai hasil ganda
elemen irredusibel sebanyak berhingga
2. Jika a=pp,:--p, dan b=qQ,---q, dengan p,P,,~:, PG50, elemen
irredusibel maka m = n dan setelah penukaran indeks p, dan g, bersekawan.
Teorema 2.13. Setiap DIU adalah DFT.
Teorema 2.14. Jika a,b e R DIU maka a dan b memiliki pembagi persekutuan terbesar d dan
d =ra+ sb, untuk suatu r,seR.

Sifat 2.15
Misalkan G, Im, H, J adalah matriks-matriks bujursangkar atas ring R yang masing-masing

berukuran mxm,mxm,nxn dan pxp. Selanjutnya, K dan L adalah matriks berukuran

gxn dan pxn atas R, (Brown, 1992).

Jika
ok e
0 H (m+n)x(m+n) 0 J (m+p)x(m+p) 0 K (m+q)x(m+n)
0l L (m+p)x(m+n)
maka
a). Fakta 1
KN :{G 0 }
0 |KH (m+q)x(m-+n)
RLITY
0 1JL (m+p)x(m+n)
b). Fakta 2
Jika H dan J matriks invertibel maka H' dan J* matriks invertibel.
c). Fakta 3

G| O
Jika p=q maka J'K'H' = 4’* :
0 [JKH (m+p)x(m+n)
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d). Fakta 4

G| O
Jika K X dengan X suatu matriks maka K'[ X' dengan X' =%’—X}

e). Fakta 5

G|O
Jika n=p maka H1J1=—’7
0 [HJ (

f). Jika H dan J matriks invertibel maka H*J* matriks invertibel.

m-+n)x(m-+p)

HASIL PENELITIAN
Misalkan R adalah DIU. Akibatnya untuk setiap r e R\{0} berlaku r=wp,p,---p,,
dengan w unit, p; prima anggota R, n bilangan bulat positif dan mungkin p; = p; untu suatu
i#],(1<i<n, 1< j<n)karenaberlaku Teorema Faktorisasi Tunggal.
Dibentuk fungsi @:R\{0} — " {0} dengan aturan perkawanan

(VreR) @(r)=n= jumlah elemen prima yang menyusun r.
Akibatnya

D(rr*)=d(r)+o(r=*)

untuk setiap r,r*e R\{0}.

Diketahui A=[a,] matriks berukuran sxt dengan a, € R DIU. Akan ditentukan

matriks C [l A atas R, dengan

6 [0 - 0

0

=l e
0
serta d; membagi habis semua elemen matriks C*.
Pada proses ini terdapat tiga kasus yang mungkin terjadi, yaitu

1). a,la; dan a,|a,,

2). (Ja;) &y, lay,

3). (3a,) a, fa,.
Proses |

Jika A bukan matriks nol maka dengan serangkaian operasi baris elementer dapat

diasumsikan a, #0.
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Kasus 1
Karena an‘aij dan a,|a,, maka a;=q;a, dan a, =pa,, untuk suatu p;,q; eR
(1<i<s, 1< j<t). Dengan operasi elementer kolom Kjl(—qj) dan baris B, (—p;) pada A

diperoleh matriks D[J A, dengan

(au| 0o .- 01
0

D=
: D*
0
Jika a;; membagi habis elemen D* maka diperoleh matriks C. Jika tidak berarti
(3d; €D*)a, | d;. Dengan operasi baris B, (1) pada D, diperoleh matriks D'=|d, |
dengan dy, =a,, dan (3d,; € D') dj, | d;;. Diperoleh kasus 2.
Kasus 2
Karena (Ja,; € A)a, fa;, maka ada deR dengan d=fpb{a,,a;}, d=0 dan
Ra,, +Ra,; =Rd . Sehingga (3y,,y; €R)a, =dy, dan a,; =dy; dengan @(d)<ad(a,,). Jika
®(d)=®d(a,) maka @(y,)=0, berarti y; unit. Jadi d [J a,. Sehingga a,, |a,; kontradiksi.
Jadi berlaku @ (d) < ®(a, ). Kemudian (3x,X; €R) d = xa,, +x;a,, akibatnya
d=x(dy,)+x; (dy;)=d (xy, +d,y;)
Jadi, xy, +d;y; =1.

Selanjutnya, dibentuk matriks S yang berukuran txt, dengan

X 0 _yj 0 ]
o | 0lz OO

;| O y, | O

ojol ol

dan det(S)=det(B), det(l,_;)=det(l,_,)=1.

Matriks
X1 0 _yl
B=|0 I, 0
;i | 0] w]

adalah matriks berukuran jx j.
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Karena,
l 0 ; 01 ]
_ j-2 I 2
det(B)_x{ 0 yl}( D y"){xj 0 ]
j+1 j—2_|j—2 0
zxi‘IH‘yle(_l) (_yj)(_l) 0 T
L j
_ lel +(_1)j+1+1+j—2 yj ‘ |j_2‘ XJ-
= 1y1+(_1)zjxjyj
=X+ XY,
=1

maka det(S)= det(B)det(IH. ) =1 atau S adalah matriks invertibel.

Jadi, matriks AS[] A atas R, dengan

&, &, & o % |0 |-y |0
AS _ a.21 a'22 a?j a.2t o|l,,{ 0] O
X100y 0
|8y 8, - 8y Ay 0] O 0 |1
agxtagX A, v —anYitagy, . v &y
_ AnX +aX; 8y o TAyY T Ay Y, a2(j+l) 8y,
L agX + asj Xj a, - gyt a‘sj Y1 a‘s(j+l) Ay ]

Misalkan AS =B =[b, | maka
b, =a,% +ayx
=d
dan
b =-a,y; +a,y,
=—(dy,)+d(y;)y:
=0
dan bj; yang lain adalah kombinasi linier dari A=|a, ]. Proses selesai untuk kolom ke-j.
Proses dilanjutkan untuk kolom j yang lain yang memenuhi kasus 2 hingga akhirnya diperoleh

matriks A'=[a, ][ A atas R dengan

a, 0 0

' ’ '

A ' a‘21 a22 a2t
’ ’ ’

asl as 2 ast
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dan ®(a,)<---<®(d)<d(ay,).
Jika a,|a}, 2<i<s, diperoleh kasus 1. Jika a, juga membagi semua
a;, (2<i<s, 2<j<t), maka dengan operasi elementer baris B,(-¢;), 2<i<s pada A’
diperolen C. Jika ada aj e A’ (2<i<s, 2<j<t), hingga aj, | a; maka dengan operasi
elementer baris B (1) diperoleh kasus 2. Tetapi jika ada aj €A’ (2<i<s) sehingga
a;, | a; maka diperoleh kasus 3.
Kasus 3

Karena (Ja, eA')a;|a,, maka ada qeR dengan q=fpb(a}, a;),q=0 dan
Ra;, + Ra); =Rq. Sehingga (3r,r, €R) a;, =qr, dan &) =qr, dan ®(q)<®(a;,). Kemudian
(3h,h eR) q=ha], +ha;, sehingga hr,+hr, =1.

Proses dilanjutkan seperti pada kasus 2 dengan membentuk matriks T yang berukuran sxs

dengan
h| Ol h| O
T 0|1, 00O
l-r{ 0] r|oO
ol ol ollg,

dan det(T)=det(B)det(1,) dengan det(l,_)=1.

Pada akhirnya diperoleh matriks A" =|ay ][] Aatas R, dengan

"
a; ap Ay
n n
Arr — 0 a22 aZt
14 14
0 asZ ast

dan ®(a)))<---<®(q)=P(p,)<---<P(d)<D(a,).
Jika af) |afj, 2< j<t, diperoleh kasus 1. Jika a;, membagi semua aj, 2<i<s, 2<j<t,
maka dengan operasi elementer kolom Kjl(—rl*), 2< j<t, pada A" diperoleh C. Jika ada

aj, 2<i<s,2<j<t, sehingga aj|a; maka dengan operasi elementer baris B (1)

diperoleh kasus 2. Proses dilanjutkan kembali.

Tetapi jika proses dilanjutkan dan mengingat

OS...<CD(a1"l)<---<q)(p11)<'”<q)(a11)
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berhingga, maka akhirnya diperoleh matriks W =[w, ][l A atas R dengan ®(w;,)=0. Jadi

*
i

wip unit maka w, |w; (1<i<s,1<j<t). Dengan operasi elementer baris B,(-g;) dan
kolom K (-g;) yang memenuhi w,=g/w,, w;=gw, dengan g;,g;eR untuk
(1<i<s, 1< j<t), diperoleh matriks C.

Proses 11

Setelah diperoleh matriks C, proses | dapat dilakukan pada matriks C* yang berukuran

(s—1)x(t—1) tanpa merubah baris 1 dan kolom 1 matriks C.

Jika S, dan T, matriks invertibel berukuran (t—1)x(t-1) dan (s-1)x(s-1), dengan

)

* *

X, 0 |-y;| O h, | 0O |h | O
. o1l 0 0 . 0|1 0O
Sy = | o dan Ty =| ——1—
;1 0] vy, | O -r | 0|r,| O
0| O 0 11 0 orofllg,
maka menurut Sifat 2.15.a., berlaku
d, |o 01 1 |0 0 d, |0 0
0 0
C* S(*;71) -
0 0

merupakan Kasus 3 yaitu (3¢, €C") ¢, | ¢, (3<i<s).

Setelah berhingga langkah proses | pada C* diperoleh matriks C'*[] C* atas R, dengan

C**

dan d, membagi habis setiap elemen C**.

Jadi telah diperoleh matriks C'[] C atas R, dengan
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fd,| 0]0 0]

0] d,[0 0
c'=[0] 0

o C**

_0 0 -

dan d, |d, serta d, membagi habis setiap elemen C**.

Selanjutnya, proses | dilakukan pada C** tanpa mengubah baris 1 dan 2 serta kolom 1
dan 2 matriks C’. Akhirnya diperoleh matriks D" =diag(d,,d,,---,d,) dengan u=min{s,t}

dan d,|d,|---|d, serta D*[] Aatas R.

PENUTUP
Kesimpulan

1. Suatu matriks A yang berukuran sxt atas DIU akan ekuivalen dengan suatu matriks
diag(d,,d,,---,d,) dengan u=min{s,t}.

2. Elemen-elemen diagonal utama matriks A berukuran sxt atas DIU memenuhi
dy1d,|-+|d,.
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