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Abstrak

Matriks kopositif merupakan matriks simetris yang memenuhi sifat tertentu. Matriks ini dapat digunakan
dalam menyelesaikan masalah pemrograman kuadratik, masalah kombinatorik dan persamaan diferensial.
Dalam penelitian ini, akan dibentuk beberapa algoritma untuk memeriksa kekopositifan suatu matriks
simetris yang berukuran n =3, n =4 dann =5.

Kata Kunci: Algoritma, matriks kopositif, matriks simetris.

AN ALGORITHM TO DETERMINE THE COPOSITIVITY OF
A SYMMETRIC MATRIX OF ORDER n = 3,4,5

Abstract

Copositive matrix is a symmetric matrix which satisfy some certain conditions. This matrix can be applied
in solving quadratics programming, combinatorial and differential equation. In this paper, some algorithms
will be formed to verify the copositivity of a symmetric matrix of order n =3, n=4 and n = 5.

Keywords: Algorithm, copositive matrix, symmetric matrix.

1. Pendahuluan

Teori matriks memainkan peran yang sangat penting baik dari segi pengembangan teori maupun
terapannya dalam menyelesaikan masalah matematika. Pada saat ini banyak jenis matriks yang telah
dikembangkan dan diteliti. Salah satu contohnya adalah matriks kopositif.

Konsep matriks kopositif pertama kali dikemukakan oleh Motzkin (1952). Matriks kopositif adalah
matriks simetris yang memenubhi sifat tertentu. Beberapa penelitian telah dilakukan untuk membahas sifat-sifat
dasar dan karakteristik dari matriks kopositif. Selain itu dalam beberapa penelitian telah dibahas juga
penerapan matriks kopositif dalam masalah pemrograman kuadratik, masalah kombinatorik maupun
persamaan diferensial [ [1], [2], [3], [4]].

Namun kenyataan yang dihadapi adalah tidaklah mudah menentukan apakah sebuah matriks simetris
merupakan matriks kopositif atau bukan. Oleh karena itu dalam penelitian ini akan dibentuk algoritma
berdasarkan teorema-teorema yang ada untuk memeriksa kekopositifan sebuah matriks.

2. Tinjauan Pustaka

Penelitian tentang matriks kopositif dimulai oleh Motzkin [5] dalam tulisannya yang berjudul
“Copositive Quadratic Forms”. Setelah itu banyak penelitian yang dilakukan untuk menentukan kriteria dari
sebuah matriks kopositif. Salah satunya dilakukan oleh Andersson dkk. [6] dalam penelitiannya yang berjudul
“Criteria for copositive matrices using simplices and barycentric coordinates . Dalam penelitian ini diberikan
teorema yang memuat kriteria untuk memeriksa kekopositifan sebuah matriks.

Definisi 1. Matriks AeM, (R) dikatakan simetris jika berlaku A= A".
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Definisi 2. Vektor x € R" dikatakan tak negatif jika berlaku x, >0 untuki = 1,2,---,n.
Contoh 1. Vektor x=(2,1,0) adalah vektor tak negatif.

Definisi 3. Diberikan matriks A€M, (R). Submatriks utama dari A adalah submatriks yang diperoleh dengan
cara menghapus baris ke-i dan kolom ke-i dari matriks A.

1 -2 3
Contoh 2. Diberikan matriks A=|—-2 4 5 |. Submatriks utama dari A adalah
3 5

48] ] a2
s als 2pemadl’ 3

Definisi 4. Matriks simetris AeM (R) dikatakan kopeositif (copositive) jika untuk setiap vektor tak negatif

x € R” berlaku x" Ax >0 . Sedangkan A dikatakan kopositif tegas (strictly copositive) jika untuk setiap vektor
tak negatif x e R" berlaku x' Ax>0.

Teorema berikut ini dari Hadeler [5] yang memuat kriteria matriks kopositif berukuran n = 2.

a, a,

} . Matriks A dikatakan kopositif jika dan hanya jika
a12 a22

Teorema 1. Diberikan matriks simetris A= {

i. a,=20dan a,, 20;

ii. a,a,—a,>0atau a,>0;

sedangkan matriks A dikatakan kopositif tegas jika memenuhi
i. a,>0dan a,,>0;

ii. a,a,—a,>0atau a,>0.

0 3
5 } adalah matriks kopositif tegas, sedangkan matriks B = L 2} adalah matriks

3
Contoh 3. Matriks A= { 5

kopositif.

3. Hasil dan Pembahasan

Dalam teorema berikut, Anderson [6] membahas syarat yang harus dipenuhi agar matriks simetris
berukuran n = 3 dapat dikatakan sebagai matriks kopositif atau kopositif tegas.
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Teorema 2. Diberikan matriks simetris A=| a,, a,, a,, |. Matriks A dikatakan kopositif jika dan hanya jika

Qi3 Gy Ay
i. a,=20untuki =1,2,3;
ii. y =ya,a, +a,>0,
Y, =@,y +a,; >0dan
Y3 =Apls; Tdy 20;
i, \/a,,a,,ay;, +ap\]as; + a4/ ay, +a23\/a+4/2y1y2y3 =>0.

Sedangkan matriks A dikatakan kopositif tegas jika dan hanya jika
i. a,>0untuki=1,2,3;

ii. y, =4a,a, +a,>0,
Y, =G5 T a5 >0dan
V3 =4Apay; +ay >0
iii. N A Gp sy T A1p\[Gy3 +a134[ 0y +a23\/a+ V20 Y2y; >0

Berdasarkan Teorema 2 dapat dibentuk algoritma untuk menentukan apakah matriks simetris merupakan
matriks kopositif atau bukan. Algoritma yang dibentuk dalam penelitian ini akan menghasilkan keluaran
berupa nilai 2 =1, h =2 atau h = 3 dengan penjelasan sebagai berikut:

i. Jika h =1 maka matriks simetris yang diperiksa bukanlah matriks kopositif;
ii. Jika h =2 maka matriks simetris yang diperiksa adalah matriks kopositif;

iii. Jika 2 = 3 maka matriks simetris yang diperiksa adalah matriks kopositif tegas.
Algoritma 1.

Diberikan matriks simetris A=|a,, a,, a,,

Qi3 Gy Ay

1) Periksa apakah ada elemen diagonal atau a; yang bernilai negatif. Jika ada a, <0 maka h =1 dan berhenti.
Jika tidak ada a;; yang negatif maka lanjut ke langkah 2.

2) Hitung
Vi =N, Ta,
Yo =A% T a3 5
V3 =Ny Ty s
ﬂ:\/anazzaw T a3 T a134/0y) +a23\/z+\/2Y1Y2Y3 .

3) Jika ada salah satu dari nilai yi, y, ys dan £ yang bernilai negatif maka 4 = 1 dan berhenti. Jika tidak lanjut
ke langkah 4.

4) Jika ada salah satu dari nilai y, y», y3 dan S yang bernilai nol maka 4 = 2. Jika tidak maka h=3.
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Contoh 4.
15 2 1
Diberikan matriks simetris A={ 2 9 -2/|.
1 -2 16

Dengan menggunakan Algoritma 1 diperoleh keluaran % =3 . Hal ini berarti A adalah matriks kopositif tegas.

Untuk matriks simetris dengan ukuran n >4, Anderson [6] menggunakan pendekatan partisi matriks untuk
memeriksa apakah matriks yang diberikan merupakan matriks kopositif atau bukan.

Teorema 3.

Diberikan matriks simetris A€ M, (IR) . Matriks A dipartisi menjadi

Jika vektor s tak negatif (s = 0) maka

1. A adalah matriks kopositif jika dan hanya jika a,, > 0 dan A, kopositif;

ii. A adalah matriks kopositif tegas jika dan hanya jika a,, > 0 dan A kopositif tegas.
Jika vektor s tak positif (s <0) maka

i. A adalah matriks kopositif jika dan hanya jika a,, >0 dan B kopositif;

ii. A adalah matriks kopositif tegas jika dan hanya jika a,, >0 dan B kopositif tegas.

Teorema 3 hanya dapat diterapkan pada saat vektor s tak negatif atau tak positif. Jika tidak keduanya maka
teorema ini tidak dapat diterapkan, seperti terlihat pada contoh berikut.

Contoh 5.
1 -1 1 =3
o . . ) -1 15 2 1
Diberikan matriks simetris A =
2 9 2
-3 1 -2 16
’ -1 15 2 1
Matriks A dipartisi menjadi A= {a“ Z ] dengans=| 1 |,danA,={2 9 -2/.
S 2
-3 1 -2 16

Terlihat bahwa s bukan vektor tak negatif maupun tak positif sehingga teorema tidak bisa digunakan.
Untuk mengatasi masalah ini maka Anderson memperkenalkan simplex standar dan polihedron yang
didefinsikan sebagai berikut.

Pz{ueR”1 |u=(u2,-~,un)20,zn:ui =1} dan P! :{ueP |sTuS0}.
i=2
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Selanjutnya polihedron P™' dibagi menjadi simplex s’ sebanyak 7, masing — masing simplex s’ memiliki
verteks V/',V,,---,V' misalkan V' =e, dengan e, adalah vektor yang elemen ke-k sama dengan 1 dan
bernilai nol untuk elemen lainnya serta verteks lainnya adalah

{Vzia‘/;a' : '5Vni—l } = {Vk’ul ’Vk’uz [ ',Vk,u,,,z }
maka dapat dibentuk matriks W sebagai berikut
[ ek

‘/k,u1
W=| . | dengan {u,u,-u,,j\{k}.

Vk’”u—z

Sedangkan elemen ke-m vektor V" dihitung dengan rumus

a jika m= f;

(Vf’g ), = =4 ;5 jika m = g, dengan syarat f # g;

1l,g+1°

0, untuk lainnya.

Dengan menggunakan matriks W maka dapat diperiksa matriks simetris berukuran n = 4 dan n = 5 yang
diperlihatkan dalam dua algoritma berikut ini.

Algoritma 2.

Diberikan matriks simetris A=

14 Oy Gy Ay
1) Periksa apakah ada elemen diagonal atau a;; yang bernilai negatif. Jika ada a,, <0 maka 4 =1 dan berhenti.
Jika tidak ada a; yang negatif maka lanjut ke langkah 2.
2) Bentuk submatriks utama
Gy Gy Ay ay, G ay a, G a4y a, a4, da;
A=|ay ay ay |, A=lay ay ay |, A=|a, a, ay|,dan A =la, a, ay
Ay Gy Gy Ay Gy Ay Ay Gy Ay Q3 Gy dgy
3) Gunakan algoritma 1 untuk memeriksa submatriks A, A,, A;, A, . Jika ada submatriks yang tidak kopositif
maka h =1dan berhenti. Jika tidak lanjut ke langkah 4.

a T a, Ay Gyy Gy
4) Partisi matriks A menjadi A:{ S” } dengan s=|a,; | danA,=|a,, a,, a, |, serta hitung
2
a, Ay Gy Gy

banyaknya elemen negatif (dimisalkan dengan ) pada vektor s.

5) Jika d = 0 maka periksa apakah a;; = 0 atau A, kopositif. Jika ya maka 7 =2 dan berhenti. Jika tidak maka
lanjut ke langkah 6.

6) Jika d =0, a,, > 0 dan A kopositif tegas maka i = 3 dan berhenti. Jika tidak, lanjut ke langkah 7.
7) Jika d = 1 maka tentukan nilai k berdasarkan posisi elemen yang bernilai negatif yakni a, ., .

€
a) Bentuk matriks W =| V" | {u,v} ={1,2,3} \{k}.
Vk,v
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b) Jika W' BW kopositif maka 4 = 2 dan berhenti.
¢) Jika a,, >0, W' BW kopositif tegas dan A> juga kopositif tegas maka h = 3 dan berhenti. Jika

tidak lanjut ke langkah 8.
8) Jika d = 2 maka tentukan nilai i dan j berdasarkan posisi dua elemen yang bernilai negatif yakni

Qi dan Q-

a) Bentuk matriks

Vi,k

(¢

J

ei
W, =| e, | dan W,=|V"*

Vj,k

b) Jika W' BW, dan W, BW, keduanya kopositif maka # = 2 dan berhenti.

¢) Jika a,, >0dan matriks W' BW,, W) BW,, dan A, ketiganya matriks kopositif tegas maka ~=3 dan
berhenti. Jika tidak lanjut ke langkah 9.

9) a) Jika d = 3 dan B kopositif maka 4 = 2.
b) Jika d =3, a,, >0 dan B kopositif tegas maka h = 3.

Algoritma 3.

Diberikan matriks simetris A =

1) Periksa apakah ada elemen diagonal atau a;; yang bernilai negatif. Jika ada a,, <0 maka 4 =1 dan berhenti.

Jika tidak ada a; yang negatif maka lanjut ke langkah 2.

2) Hitung banyaknya elemen negatif (dimisalkan dengan d) dari baris pertama matriks A. Jika d =0, d =2
atau d =4 maka lanjut ke langkah 4.

3) Periksa apakah baris lain yang banyaknya elemen negatif sama dengan 0, 2 atau 4. Jika ada baris ke-i yang

memenuhi maka

a) Tukar baris ke-i dengan baris pertama

b) Tukar kolom ke-i dengan kolom pertama

4) Bentuk submatriks utama

Ay Ay
L= Qy; Ay
Gy, Gy
Qys  Qys
a,; dp
a a
12 Oy
L=
a3 Ay
Qs Oys

5) Gunakan Algoritma 2 memeriksa submatriks

maka & = 1 dan berhenti.

Aoy

55

a,
a
13
, L, =
a,
a5
, dan L, =

ai; Gy G a dp 4y Gy

Uy Gy Qs | G2 Gy Gy Ay
s l‘} -

Ay Gy Qs Ay Ay Ay Gy

Q35 dys  Uss Qs Gys Ay Uss

a, 4, a3 4ay
A Ay Gy Gy
Qi3 Gy A3y Ay

Ay Gy Gy Gy

L,L, L,L, L. Jika ada submatriks yang tidak kopositif
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6) a) Jika d =0 dan a;; =0 maka & =2 dan berhenti.
b) Jika d =0, a,, >0 dan A, kopositif tegas maka 4 =3 dan berhenti.

7) Jika d =2 maka tentukan nilai i dan j berdasarkan posisi dua elemen yang bernilai negatif yakni a,;,, dan
a

1,j+1°

a) Bentuk matriks

€; ej ej
e Vi,u Vi,v
‘/Vl = szu > W2 = Vi,v > dan W3 = Vj,u
Vi,v Vj,u Vj,v

b) Jika ada diantara matriks W," BW,, W, BW, dan W, BW, yang tidak kopositif maka h=1 dan berhenti.
Jika ketiganya matriks kopositif maka ~=2 dan berhenti. Jika a,, >0 dan ketiganya kopositif tegas
maka /=3 dan berhenti.

8) a) Jika d =4 dan B kopositif maka h=2.

b) Jika d =4, a,, >0, B kopositif tegas dan A, juga kopositif tegas maka h=3.

Contoh 5.
3 -1 1 3
. G -1 1 2 1 , o
Diberikan matriks simetris A= 1 2 3 1k Dengan menggunakan algoritma 2, akan diperiksa
-3 1 2 4

apakah matriks kopositif atau tidak.

Karena semua elemen ¢; >0 maka dibentuk submatriks utama

1 2 1 31 3 3 -1 -3 3-1 1
L=|2 3 =2|,L=|1 3 =2|,L=-1 1 1| dnL=-1 1 2.
1 2 4 3 2 4 3 1 4 1 2 3

Dengan menggunakan Algoritma 1 dapat diperoleh bahwa L,,L,, L, dan L, kopositif tegas.
Karena A, = L, maka diperoleh bahwa A, juga kopositif tegas.

Bentuk matriks

B=a,A —SS"
2 7 0
=17 8 -3
0 -3 3

Banyaknya elemen negatif pada baris pertama matriks A adalah d =2, dengan elemen-elemen yang bernilai
negatif adalah a,, =—1 dan a,, =—3 sehinggai=1,j=3 dan k=2.

Selanjutnya, akan dihitung elemen-elemen dari V"* sebagai berikut.

(Vl’z )1 =d;s (Vl’z )2 =4y

d ) =0.
1 . an (V )3

dan V** sebagai berikut
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(V3,2 )1 =0 ,

Jadi, dapat dibentuk matriks W) dan W sebagai berikut

e e 1 00
Wi=le |=¢e 5|0 0 1
Vel v oo
dan
e, 0 0
W,=| V" |=[1 1 0].
V20 3 1

Dengan menggunakan Algoritma 1 dapat diperoleh bahwa matriks W, BW, dan W, BW, keduanya matriks

kopositif tegas. Karena a,, >0 dan matriks A,, W' BW,, W) BW, ketiganya matriks kopositif tegas maka
h = 3. Hal ini berarti A adalah matriks kopositif tegas.

4. Kesimpulan

Banyaknya elemen negatif pada vektor s akan mempengaruhi penentuan kekopositifan sebuah matriks
simetris. Selanjutnya Algoritma 1, 2 dan 3 akan dijalankan bersama-sama jika matriks yang diperiksa adalah
matriks simetris berukuran n = 5.
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