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ABSTRACT
A ring R is said have the property left morphic if for eacha € R, R/Ra=I(a) or

equivalently there exists beR such that Ra=I[(b)and I(a) = Rb, where I(a)dan
[(b) denote the left annihilators a and b in R, respectively. Motivated by the left

morphic properties, so that will be investigated a rings R satisfying uniquely
morphic properties, i.e. for each 0 a € R there exists a unique b€ R such that
Ra=I(b)and [(a)=Rb. In this paper, it will be identified and studied the

properties of uniquely morphic rings.
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PENDAHULUAN

Konsep ring dengan sifat uniquely morphic dimotivasi dari suatu kenyataan bahwa
jika diberikan suatu ring asosiatif dengan elemen satuan, R dan terdapat suatu fungsi:

f,:R—>R yang didefinisikan x — f, (x) = xa, dimana Ker (f,) = {x eR|f,(x)= 0}
= {x € R’ xa= 0} =I(a) dengan I(a)=Ann'(a) dan Im(f,)= {xa| xe R} =Ra. Selanjutnya

Menurut Teorema Utama Homomorfisma

R ~ R/ ~
ﬁ@r(fa) ~Im(f,) atau /(a) = Ra
maka dapat dibentuk dual dari %a) = Ra yaitu %a =(a)

Suatu elemen aeR disebut left morphic jika %azl(a) atau ekuivalen dengan

menyatakan bahwa jika terdapat suatu elemen beR sedemikian hingga Ra=I(b)dan
I(a)= Rb. Suatu ring R disebut left morphic jika setiap elemennya left morphic. Dimotivasi

dari konsep tersebut dikembangkan suatu ring yang memenuhi sifat untuk setiap 0#aeR
terdapat dengan tunggal suatu be R sedemikian hingga Ra =/(b)dan I(a)=Rb. Ring inilah

yang disebut ring dengan sifat uniquely morphic [1]. Dalam tulisan ini akan diidentifikasi

ring yang mempunyai sifat uniquely morphic dan dibahas beberapa sifatnya.

Semua ring yang dibicarakan di sini adalah ring asosiatif dengan elemen satuan. Selanjutnya
L

allb menyatakan ring dengan sifat left morphic, U(R) dan J(R) berturut-turut menyatakan

grup unit dan radikal Jacobson dari R, Z & menyatakan bilangan bulat modulo n dan M, (R)

menyatakan matriks berukuran nxn atas R.

METODE

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi pustaka yaitu dengan
mempelajari literatur yang berkaitan dengan ring dan modul. Secara ringkas langkah-langkah
yang digunakan adalah sebagai berikut:
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1. Mempelajari sifat-sifat dalam struktur aljabar ring yang mendasari identifikasi ring dengan
sifat uniquely morphic.

2. Menyelidiki sifat-sifat ring uniquely morphic dengan meninjau kembali sifat-sifat ring
yang telah diketahui sebelumnya

HASIL DAN PEMBAHASAN

Definisi dan Sifat-sifat Ring dengan Sifat Left Morphic.

Berikut akan ditinjau definisi suatu ring dengan sifat left morphic yang mendasari
definisi ring dengan sifat uniquely morphic.
Diberikan pengertian dari annihilator kiri dan kanan dalam suatu ring R sebagai berikut.
Definisi 3.1.1. Misalkan AcR. Annihilator kiri dari A yaitu  ann/(A)=1(4)

= {r € R|ra =0,Vae A} dan annihilator kanan dari A yaitu ann (A)=r(4) = {r € R’ar =0,Vae A}

Berikut ini diberikan suatu sifat yang memotivasi pendefinisian elemen left morphic
dari suatu ring R

Proposisi 3.1.2. Jika a=ue dengan u<cU(R) dan " =ec R maka berlaku

l. a=asa untuk suatu s € R

2. %a =/(a) sebagai R-modul kiri.

Bukti:

Diketahui a=ue dengan ucU(R) dan ¢’ =eeR. Akan ditunjukkan (1) a=asa untuk suatu

seR(2) B4 =l(a) sebagai R-modul kiri.

1. Karena wuecU(R) maka terdapat u"' € R sehingga berlaku u'a=u"'ue=e. Selanjutnya
karena e elemen idempoten di R dan e=u"'a maka berlaku (x"'a) (u”'a) =(u"'a) yang
ekuivalen dengan u ' (au"'a)=u"'a .

Karena 0#u"' € R maka berlaku au'a=a . Terbukti, a =asa untuk suatu s=u"'€R .

2. Karena a=ue maka Ra=Rue. Untuk suatu u'eR diperoleh u'a=u"ue=1.e atau
ekuivalen dengan menyatakan Ra = Rue=Re.

Karena ring Re merupakan jumlahan langsung dari suatu ring R atau ,R=Re+R(1-e)
.Diperoleh: /(a) = {x € R|xa = 0} = {x € R’xue = 0} = {x € R’xu € l(e)} = {x € R|xu e(l- e)R}

=u"'(1-e)R. Dapat disimpulkan I(a)=R(1—e). Dilain pihak, karena R(1-e)= %e
sebagai R-modul kiri dan Ra=Re maka [(a)=R(l-e)= %e = %a. Terbukti

l(a)= %a sebagai R-modul kiri.

Berdasarkan Proposisi 3.1.2, dapat didefinisikan suatu elemen left morphic dalam
suatu ring R sebagai berikut.
Definisi 3.1.3. [1] Misalkan R ring dan terdapat suatu elemena e R. Elemen a e R disebut left

morphic (dinotasikan LM) jika %a;l(a). Jika setiap elemen dalam ring R bersifat left

morphic maka R disebut ring dengan sifat left morphic.

Berikut ini diberikan suatu sifat yang akan memotivasi pendefinisian elemen /ef?
morphic, selain yang disebutkan pada Definisi 3.1.3.
Proposisi 3.1.4. Misalkan ring R ring dan a€R maka beberapa pernyataan berikut ini
ekuivalen:

1. Elemen aecR left morphic yaitu %a =[(a).
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2. Terdapat suatu elemen be R sedemikian sehingga Ra=1(b)dan l(a)=Rb.
3. Terdapat suatu elemen be R sedemikian sehingga Ra=I1(b)dan l(a)=Rb.

Bukti:
1 = 2 Diberikan suatu pemetaan o: %a —[(a) . Misalkan untuk 1+ Ra e %a didefinisikan
o(1+ Ra)=b. Akan ditunjukkan Rb=1[(a) dan Ra=I(b).
(1) Akan ditunjukkan Rb=I[(a).
Diketahui o: %a —I(a) dengan o suatu epimorfisma maka diperoleh
Im(o)=1(a) sehingga cukup ditunjukkan Im(c)=Rb.
Diambil sebarang yelm(o) artinya y=o(r+Ra) untuk suatu

r+Rae %a . Akan ditunjukkan yeRb artinya y=rb untuk suatu reR.

Diperoleh y=o0(r+ Ra) =o(r.1+ Ra) =r.c(1+ Ra) =rb. Telah ditunjukkan untuk

sebarang y € Im(o) diperoleh y e Rb atau dengan kata lain Im(c) = Rb.
Sebaliknya, diambil sebarang zeRb maka berlaku z=rb untuk suatu

reR. Akan ditunjukkan zelm(o) artinya z=o(r+Ra) untuk suatu

r+ Ra e%a. Ditunjukkan dengan menggunakan sifat kontradiksi. Diandaikan

z#0(r+Ra) . Di lain pihak, karena o(r+ Ra)=rb maka berlaku z#rb. Timbul
kontradiksi, pengandaian diingkari, terbukti zeIm(c). Jadi, telah ditunjukkan
untuk sebarang ze€Rb diperoleh zelm(o) atau dengan kata lain Rbc Im(o).
Karena diperoleh Im(c)c Rb dan RbcIm(o) maka Im(o)=Rb. Di lain pihak
mengingat Im(o)=1/(a) maka terbukti Rb=1(a)
(i) Akan ditunjukkan /(a)=Rb.
Diketahui az%a —[l(a) dengan o suatu monomorfisma maka berlaku
Ker(o)=Ra={0}. Jadi, cukup ditunjukkan Ker(c)=1I(h). Diambil sebarang
xel(b) maka xb=0. Mengingat 0=b=0(1+Ra) maka xo(l1+Ra)=0. Hal ini
berarti x=0 atau dengan kata lain [/(b)=0. Telah ditunjukkan
Ker(oc)=Ra=0=I[(b) atau Ra=I1(b)
2 =3 Trivial, karena /(a) = Rb berarti jelas bahwa /(a) = Rb .

3 =1 Karena Ra=I(b) maka berlaku %a = %(b)' Selanjutnya, menurut Teorema Utama
Homomorfisma ring ]%(b) =~Rb dan di lain pihak diketahui Rb=/(a). Jadi
R g 2@ . O
Berdasarkan Proposisi 3.1.4. dapat didefinisikan ring dengan sifat left morphic sebagai berikut
Definisi 3.1.5. [1] Suatu ring R disebut ring dengan sifat left morphic (dinotasikan R:LM)
Jjika untuk setiap elemen aeR, terdapat elemen beR, sedemikian sehingga Ra=I1(b)dan
l(a)=Rb.
Dalam suatu ring R, pergandaan antara elemen unit dan sebarang elemen LM akan
menghasilkan elemen LM, seperti yang ditunjukkan dalam proposisi berikut.
Proposisi 3.1.6. [1] Jika a adalah elemen dengan sifat left morphic dalam suatu ring R maka
ua dan au juga merupakan elemen left morphic untuk setiap unit u dalam R.
Bukti: Jika diberikan a€eR yang merupakan elemen dengan sifat LM maka terdapat suatu

beR schingga berlaku Ra=1I(b) dan I(a)=Rb. Didefinisikan Rua={xua|xeR} untuk suatu
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ueU(R). Jika xeR dan ueU(R)cR maka berlaku xueR, katakanlah xu=yeR. Akibatnya
Rua = {xua|x = R} = {ya‘y =xue R} = Ra. Dipunyai [(b)= {x € R|xb = 0} . Diambil sebarang
x€l(b) artinya xb=0 untuk suatu beR. Jika digandakan dengan elemen u~' dari kanan pada

xb=0 maka diperoleh xbu"' =0. Jelas bahwa untuk suatu u"' €R berlaku /(b) = {x e R|xb = 0} =
{x € R|xbu’l = 0} =I(bu™") . Terbukti /(b)= I(bu") . Karena Ra=I(b) maka diperoleh

Rua=Ra=I1(b)=I(bu™). 3.1
Diketahui Rb=I(a). Jika digandakan dengan »'eR dari kanan pada Rb=I(a) maka diperoleh

1 1

Rbu™ =Il(a)u”. Diambil sebarang xe/(a)u”' artinya x=yu"' untuk suatu yei(a). Jika
digandakan dengan u eU(R) maka diperoleh xu=yu'u=y. Jadi, xuel(a) yang ekuivalen
dengan xua=0 atau xel(ua). Diperoleh untuk sebarang xel(a)u”' berlaku xel(ua) atau
dengan kata lain/(a)u™ cl(ua). Dengan cara yang analog dapat dibuktikan /(ua)ci(a)u™
1

sehingga diperoleh /(a)u™ =I/(ua). Dengan demikian
Rbu™ =l(a)u™ =l(ua). (3.2)
Dari (3.1) dan (3.2) terbukti ua merupakan elemen LM dalam R. Selanjutnya, karena Ra=1(b)
maka untuk suatu ueR, yang digandakan dari kanan pada Ra=I(b), diperoleh Rau=I[(b)u.
Diperhatikan bahwa untuk sebarang yel(b)u berlaku yu™ €l(b), yang artinya yu'b=0 atau
ekuivalen dengan menyatakan yel(u'b). Karena untuk sebarang yel(b)u diperoleh
y el(u"'b) maka berlaku /(b)u = [(u"'b) . Analog untuk bukti /(u"'b) cI(b)u sehingga diperoleh
I(u”'b) =I(b)u . Diperoleh
Rau=I1(b)u=1(u"'b). (3.3)
Karena Ru"'b= {xu"b|x € R} = {zb‘z =xu"'e R} = Rbh maka Ru'b=Rb=I(a). Di lain pihak jika
diambil sebarang xel(a) maka berlaku xa =0. Jika digandakan dengan ueU(R) diperoleh
xau=0. Hal ini berarti xe/(au). Karena untuk sebarang xe/(a) diperoleh xel(au) maka
berlaku /(a) l(au). Sebaliknya, jika diambil sebarang ye/(au) maka yau=0. Mengingat u
unit dalam R maka terdapat u'eR sehingga berlaku yauu™ =0 atau dengan kata lain ya=0.
Hal ini berarti yel(a). Karena untuk sebarang yel(au) diperoleh yel(a) maka berlaku
l(au) cl(a) . Terbukti /(a)=I(au).
Diperoleh
Ru"'b=Rb=1I(a)=I(au). (3.4)
Dari (3.3) dan (3.4) terbukti au merupakan elemen LM dalam R. []
Berikut ini didefinisikan suatu relasi dalam ring R sebagai berikut.
Definisi 3.1.7. [1] Suatu elemen a€R dikatakan berelasi dengan be R (dinotasikan a~b),
Jjika Ra=I1(b) dan l(a)=Rb.
Selanjutnya dalam pembahasan ini, notasi @ ~ b berarti Ra=1[(b) dan I/(a)=Rb. Berikut

ini, diberikan suatu proposisi yang menjelaskan hubungan antara ring Boolean dengan ring
dengan sifat left morphic .

Proposisi 3.1.8. [1] Dalam suatu ring R, kedua pernyataan berikut ini ekuivalen:

1. R ring Boolean.

2. Untuk setiap aeR terdapat dengan tunggal beR sedemikian sehingga Ra=I(b) dan

I(a)=Rb
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Bukti:
1 =2:

2=1:

Diambil sebarang a<R dengan R ring Boolean maka berlaku &’ =a. Akan
ditunjukkan terdapat dengan tunggal beR sehingga berlaku Ra=I(b) dan /(a)=Rb.
Karena aeR idempotent maka berlaku (1-a)'=(1-a)(l-a) =1-a —a+d’
=l-a—a+a =1-aeR . Artinyal—-a juga merupakan elemen idempotent di R. Akan

ditunjukkan terlebih dahulu bahwa a~1-a.
a) Diambil sebarang xeR(1-a) dengan x=r(l1-a), untuk suatu reR Akan

ditunjukkan xe€/(a) yang artinya xa =0 untuk suatu aeR. Jika x=r(1-a) yang
digandakan dengan aeR dari kanan maka diperoleh xa=r(l1—a)a =ra—ra’
=ra—ra=0, dengan kata lain xel(a). Karena untuk sebarang xeR(1-a)
diperoleh x €/(a) maka berlaku R(1-a) < /(a).

b) Diambil sebarang yel(a) yang artinya ya=0 untuk suatu aeR. Akan
ditunjukkan y € R(1-a), artinya y =r(1—a) untuk suatu r € R. Ditunjukkan dengan
menggunakan sifat kontradiksi. Diandaikan y #7(1—a). Untuk suatu ae R yang
digandakan dari kanan pada ketidaksamaan y=#r(1-a) maka diperoleh
ya#r(1—a)a. Di lain pihak r(1-a)a=ra—ra’ = ra—ra=0 maka berlkau ya#0.
Timbul kontradiksi, pengandaian diingkari, terbukti y=r(1-a). Karena untuk
sebarang y €/(a) diperoleh y e R(1-a)maka I(a) < R(1-a).

Dari bukti (a) dan (b), berlaku /(a)=R(1—a).

c) Jika diambil sebarang x<€Ra maka x=ra, untuk suatu re R. Akan ditunjukkan
x €l(1-a). Dengan cara yang analog dengan bukti (a) diperoleh Racli(1-a).

d) Jika diambil sebarang yel/(l-a) makay(l-a)=0. Akan ditunjukkanyeRa,
artinya y=ra untuk suatu reR. Dengan cara yang analog dengan bukti (b)
maka diperoleh /(1-a)c Ra.

Berdasarkan bukti (c) dan (d), terbukti Ra=I/(1-a). Selanjutnya, karena telah

ditunjukkan /(a) = R(1-a) dan Ra=I(1—-a) maka terbukti a ~1—a.

Diasumsikan a ~ b, untuk suatu » < R. Hal ini berarti Ra=/(b) dan /(a)=Rb. Karena

l(a)=R(—a) dan Ra=I(1-a) maka berlaku Rb=I[(a)= R(1—a) dan I(b)=Ra=I[(1—-a)

. Jika diambil sebarang b€ Rb=R(1—-a), dengan R ring Boolean maka berlaku b =bb

=b(1-a). Selanjutnya untuk sebarang (1—a) eR(1-a)=Rb, berlaku (1-a)

=(l-a)1-a) =(1-a)b. Berdasarkan, Proposisi [2] diperoleh b(l—-a)=(1-a)b

sehingga berlaku »=b(1-a)=(1-a)p=1-a. Karena a~b dan a~1-a, serta telah
dibuktikan » =1—a maka b terjamin tunggal, sehingga Ra=I(b) dan/(a)=Rb.

Diketahui untuk setiap a€R, terdapat dengan tunggal beR sedemikian sehingga

Ra=I(b) dan l(a)=Rb.

Akan ditunjukkan R ring Boolean. Jika diambil 0e R, maka terdapat 1e R sehinga

berlaku :  Ro={x0|xeR} =0, RI={xllxeR}=RI0)={yer|yo=0}=R, 1)

= { yeR|yl= 0} =0 Dari hasil tersebut, terbukti Ro= /(1) dan /(0)= R1 dengan kata

lain 0~1.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa 0 ~u untuk suatu u €U(R) C R.

a) Diambil sebarang xe R0 dengan x=r0 untuk suatu reR. Akan ditunjukkan
xel(u) yang artinyaxu=0. Jika x=r0 maka untuk suatu ueU(R) diperoleh
xu=r0u=0. Jadi, untuk sebarang x € RO diperoleh x e/(u), terbukti RO < /(u).
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b) Jika diambil sebarang yel(u) maka yu=0 untuk suatu wueU(R). Akan
ditunjukkan y € RO, yang artinya y=r0 untuk suatu reR. Ditunjukkan dengan
menggunakan sifat kontradiksi. Diandaikan y#r0. Untuk suatu u<cU(R) yang
digandakan dari kanan pada ketidaksamaan y # 0 maka diperoleh yu #rQ.u atau
dengan kata lain yu #0.Timbul kontradiksi, pengandaian diingkari, terbukti
v € RO Jadi, untuk sebarang y €/(u) diperoleh y e RO, terbukti /(x) c RO.
Berdasarkan bukti (a) dan (b) terbukti R0 =/(u)

c) Diambil sebarang xeRu dengan x=ru untuk suatu reR. Akan ditunjukkan
x €1(0) . Dengan cara yang analog dengan bukti (a) maka diperoleh Ru < (0)

d) Diambil sebarang y €/(0) dengan y0=0. Akan ditunjukkan y e Ru artinya y = ru
untuk suatu reR. Dengan cara yang analog dengan bukti (b) maka diperoleh
1(0)  Ru .

Dari bukti (c) dan (d) terbukti /(0)= R« . Hal ini berarti untuk Ru=1(0) dan /(0)=Ru

diperoleh 0~u. Karena 0~1 dan 0~u serta mengingat sifat ketunggalan beR maka

u=1 atau y(r)={1}. Di lain pihak, karena hanya 0 satu-satunya elemen nilpoten
dalam R maka R merupakan ring tereduksi. Oleh karena itu untuk sebarang ae€R

dengan R merupakan ring tereduksi diperoleh annihilator kanan r(a) = {x € R|ax = 0}

dan r(a*) = {x € R|a2 y= 0} . Diambil sebarang mer(a) dan ner(a*) dengan am=0 dan

a’n=0. Karena R ring tereduksi maka am=0 dan &’n=0 akan dipenuhi untuk

m=a=n. Akibatnya, untuk setiap ae€R diperoleh r(a)=r(a’). Di lain pihak

dengan mengingat bahwa setiap annihilator kiri juga merupakan ideal kiri di R maka
akan ditunjukkan Ra=/r(a) dan Ra’ =1r(a®).

e) Diambil sebarang xe Ra dengan x =ra untuk suatu r e R. Akan ditunjukkan
xelr(a), artinya xy=0 untuk suatu yer(a) dengan ay=0. Karena x=rs maka
untuk suatu yeR diperoleh xy=ray =r(ay) =r.0=0. Jadi, untuk sebarang xe Ra
diperoleh xelr(a) atau dengan kata lain Ra  /r(a) .Sebaliknya, diambil sebarang
velr(a) dengan yz=0 untuk suatu zer(a) dengan aturan az=0. Akan
ditunjukkan yeRa. Karena yz=0=az maka diperoleh yz=az. Hal ini berarti
yz—az=0 atau (y—a)z=0. Jika (y—a)z =0 maka diperoleh y—a=0 atau z=0.

Terbukti y=ae€Ra. Jadi, untuk sebarang ye/r(a) diperoleh y=aeRa atau dengan kata lain
[r(a) < Ra. Selanjutnya, karena Ra c /r(a) dan [r(a) C Ra maka berlaku Ra=1r(a).

f) Dengan cara yang analog seperti bukti ¢) maka diperoleh Ra* =1r(a’).

Berdasarkan bukti e) dan f) serta mengingat r(a)=r(a’) dan Ir(a)=I[r(a*) maka dapat
dinyatakan Ra=1Ir(a)=Ir(a*)=Ra*. Hal ini berarti untuk sebarang aeRa diperoleh aecRa’.
Dengan demikian R merupakan ring reguler kuat yang artinya setiap elemen dalam R dapat
dinyatakan sebagai pergandaan unit dan elemen idempoten. Karena U(R)={1} maka a=1d’

atau dengan kata lain a=a’. Terbukti R merupakan ring Boolean.

3.2. Definisi dan Sifat Ring dengan Sifat Uniquely Morphic

Dalam suatu ring R dengan sifat left morphic jika diambil sebarang aecR, akan
terdapat suatu beR sedemikian sehingga a~b. Untuk suatu kondisi khusus yaitu jika
diambil sebarang 0=aeR maka terdapat dengan tunggal »e R sedemikian sehingga a~b.
Hal inilah yang menjadi motivasi untuk mendefinisikan ring dengan sifat uniquely morphic.
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Definisi 3.2.1. [1] Suatu ring R disebut ring dengan sifat uniquely morphic (dinotasikan
R:UM) jika untuk setiap 0=acR, terdapat dengan tunggal beR, sedemikian sehingga
Ra=1(b) dan l(a)=Rb.

Karena sifat ketunggalan beR menjadikan ring dengan sifat uniquely morphic lebih
mudah ditentukan, dibandingkan ring dengan sifat left morphic. Diperoleh bahwa ring
Boolean, ring division, Z,, Z, [x]/(xz) dan §=M,(Z,), merupakan ring dengan sifat
uniquely morphic.

Proposisi 3.2.2. [1] Setiap ring division adalah ring dengan sifat UM .
Bukti: Diberikan suatu ring R yang merupakan ring division. Akan ditunjukkan R adalah
ring dengan sifat UM, artinya untuk setiap O#aeR terdapat dengan tunggal beR sehingga

berlaku Ra=[(b) dan [(a)=Rb. Karena setiap ring division merupakan ring simple yang
artinya ideal / < R hanya {0} dan R maka untuk suatu /=R =(1) dan 7 ={0} diperoleh: R1=
{xl]xeR} =R, RO={x0|xeR}={0},[() ={xeR|x1=0}={0} dan [(0)={yeR|y0=0}=R
sehingga berlaku R1=/(0) dan /(1)=R0. Terbukti ring division merupakan ring dengan sifat
uniquely morphic [

Contoh 3.2.3.

1. Z,adalah R:UM

Z“:{ﬁ,T,E,?} dengan 1~0, 2~2, 3~0 adalah semua kemungkinan relasi dalam Z,,

T~0,karena R1={xI|xeZ,}=2 { €Z,]y0= 0}—1(0),
xl

l(l)={er’ 6} {}={y0’yeZ}=RO
2 ~2, karena R§={x§|xel}={ }={yeZ ’y2 0}—1(2)
3~0,karena R3 = {x3|er = { eZ4|yO=0}=l(0)

{x0|er = {yeZ4|y§=6}=l(§).

2. Z,[x]/(x*) adalah R:UM

Z,[x]/(x*)={0,l,x,1+x} dengan 1~0, ¥~x dan 1+x~0 adalah semua kemungkinan
relasi dalam Z, [x]/(xz) .

1~0 R karena R1 = {yT’ vez, [x]/xz} =27, [x]/x2 = {Z ez, [x]/x2 ‘26 =6} =1(0)dan
I(T) = {y e”Z, [x]/x2 | yT :6} = {6} = {z(_)’z eZ, [x]/xz} = RO
¥~X, Kkarena Rx= {yf’ yez, [x]/xz} :{6,%} = {z ez x]/x2 |zy_c :6} =I1(x)
1+x~0, karenaR1+x—{yl+x’yeZ / } /x {zeZz[x]/lezﬁza} =1(0)
I(1+x) = {y ez, [x]/x2 ’y(1+x) = 0} = {0} = {z()’z ez, [x]/xz} =R0
Selanjutnya, diberikan suatu sifat yang terkait dengan elemen nilpoten, dan radikal
Jacobson dalam suatu ring R yang bersifat uniquely morphic.
Proposisi 3.2.4. [1] Jika R ring dengan sifat uniquely morphic maka berlaku :
1. @ =0 untuk setiap elemen nilpoten a € R .
2. Jac(R)* ={0}.
3. R adalah ring Boolean atau indecomposable.
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Bukti: Diberikan suatu ring R:UM, artinya untuk setiap 0#a<R terdapat dengan tunggal
beR sehingga berlaku Ra=I[(b) dan l(a)=Rb.

1.

Diambil sebarang 0=#a e R, dengan a elemen nilpoten dalam R, artinyaa” =0 untuk
suatu neN. Akan ditunjukkan o’ =0.

Dimisalkan a ~b yang artinya Ra=I(b) dan /(a)=Rb. Berdasarkan Proposisi [2] untuk
suatu elemen nilpoten @ € R akan terdapat 1+acU(R). Akan ditunjukkan (1+a)a~Db,
dengan aturan R(1+a)a=I[(b) dan I(1+a)a)=Rb.

(1.a) Akan ditunjukkan R(1+a)a=1(D).

Diambil sebarang xeR(1+a)a dengan x=r(l+a)a untuk suatu reR. Akan
ditunjukkan x€/(b), artinya xb=0 untuk suatu beR . Jika a € Ra dan diketahui Ra =/(D)
, maka berlaku ae/(b) atau dengan kata lain ab=0. Karena x=r(1+a)a maka untuk
suatu beR diperoleh xb=r(1+a)ab=r(1+a).0=0. Jadi, untuk sebarang xecR(l+a)a
diperoleh x€l(b) dengan kata lain R(1+a)ac/(b).

Sebaliknya, diambil sebarang ye€l(b) dengan yb=0. Karena /(b)=Ra maka
diperoleh y =ra untuk suatu reR. Akan ditunjukkan ye€R(I+a)a dengan y=r(l+a)a
untuk suatu reR. Ditunjukkan dengan menggunakan sifat kontradiksi. Diandaikan
yv#r(l+a)a maka untuk suatu beR diperoleh yb#r(l+a)ab. Di lain pihak
r(1+a)ab=r(1+a)0=0. Akibatnya yb=0. Timbul kontradiksi, pengandaian diingkari,
diperoleh y =r(14+a)a. Jadi, untuk sebarang y €l(b) diperoleh y € R(1+a)a dengan kata
lain [/(b)cR(+a)a. Karena R(l+a)ac/(h) dan [(b)cR(+a)a maka terbukti
RA+a)a=I1(b).

(1.b) Akan ditunjukkan /(a(l+a))=Rb. Dengan cara yang analog seperti bukti (1.a) maka
diperoleh l(a(l1+a))=Rb.

Dari bukti (1.a) dan (1.b) diperoleh (1+a)a~b. Jika (1+a)a~b dan diketahui a ~b maka
berlaku Ra =I(b)=R(1+a)a sehingga untuk »#0 yang tunggal diperoleh a=(1+a)a =a+d’

atau dengan kata lain a* =0.

2.

Diambil sebarang r e Jac(R) dan diasumsikan »~s artinya Rr=I(s) dan /(r)=Rs,
untuk suatu s € R. Akan ditunjukkan terlebih dahulu bahwa untuk suatu 1-r e Jac(R)
berlaku 7(1—r) ~ s, dengan kata lain Rr(1-r) =I(s) dan /r(1-r)=Rs.

(2.a) Akan ditunjukkan Rr(1-r) =I(s).

Diambil sebarang xe€Rr(1-r) dengan aturan x=)r(l1-r) untuk suatu yeR.
Akan ditunjukkan x €l(s) dengan xs =0 untuk suatu seR. . Jika € Rr=I[(s) maka
rs =0 sehingga untuk seR yang digandakan dari kanan pada x=)r(1-r),diperoleh
xs =yr(1=r)s = yrs — yr’s = y(rs)—yr(rs) = y.0~y.0 =0. Jadi, untuk setiap x€Rr(1-r)
diperoleh x €l(s) dengan kata lain Rr(1-r) cI(s).

Sebaliknya, diambil sebarang ye/(s) dengan ys=0. Di lain pihak karena
I(s)=Rr maka untuk yeRr berlaku y=zr untuk suatu zeR Akan ditunjukkan
veRr(1-r) dengan y=zr(1-r) untuk suatu z € R. Ditunjukkan dengan menggunakan
sifat kontradiksi. Diandaikan y # zr(1—r). Jika r € Rr =I(s) maka rs = 0schingga untuk
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suatu s €R diperoleh ys#zr(1—r)s. Di lain pihak zr(1—r)s = zrs —zr’s =2.0—zr.0=0.
Akibatnya ys # 0. Timbul kontradiksi, pengandaian diingkari sehingga y =zr(1-r). Jadi,
untuk setiap ye€l(s) diperoleh y€Rr(l-r) atau dengan kata lain [(s) < Rr(1-r).
Selanjutnya, karena Rr(1-r) <i(s) dan I(s) < Rr(1-7) maka terbukti bahwa Rr(1-r)
=1(s).

(2.b) Akan ditunjukkan /r(1-r)=Rs. Dengan cara yang analog seperti bukti (2.a) maka
diperoleh /r(1-r)=Rs.

Dari bukti (2.a) dan (2.b) berlaku r(1-r)~s. Selanjutnya dengan mengingat
r~s maka diperoleh Rr(1-r)=I(s)=Rr sehingga untuk untuk s=#0 yang tunggal,
diperoleh r(1-r)=r atau r—r> =r. Akibatnya r* =0 untuk sebarang r e Jac(R) .

Diambil sebarang a,ceJac(R). Artinya a=c*=0. Diasumsikan, a ~b untuk
suatu  beR. Jadi, untuk suatu a+ceJac(R) maka diperoleh 0=(a+c)’
=a’ +ac+ca+c = ac+ca atau dengan kata lain ac = —ca . Berdasarkan Teorema 2.1.15,
untuk a,ce Jac(R) dengan ac =—ca maka diperoleh 1+ c dan 1-c¢ yang merupakan unit
dalam R. Akan ditunjukkan a(1-c)~ b artinya Ra(l—c) =1(b) dan l(a(1-c))=Rb.

(2.c) Akan ditunjukkan Ra(l—c) =1(b).

Diambil sebarang xe€Ra(l—c) dengan x=ra(l-c) untuk suatu reR. Akan
ditunjukkan x€/(b) dengan xb=0. Karena x=ra(l-c) maka untuk suatu beR
diperoleh xb=ra(l-c)b=rab—racb. Mengingat ac=-ca maka xb=rab+rcab.
Selanjutnya, jika a€Ra=I[(b) maka berlaku ab=0. Jadi, untuk xb=rab+rcab
diperoleh xb=r(ab)+rc(ab) = r.0+rc.0=0. Diperoleh, jika x<€Ra(l—c) maka berlaku
x€l(b) atau dengan kata lain Ra(l—c) cI(b).

Sebaliknya, diambil sebarang y€l(b) dengan yb=0 untuk suatu be R Akan
ditunjukkan y € Ra(l-c) dengan y=za(l—c) untuk suatu ze R . Ditunjukkan dengan
menggunakan sifat kontradiksi. Diandaikan, )y #za(l—c) artinya untuk suatu beR
diperoleh yb+#za(l-c)b yang ekuivalen dengan yb #zab—zach. Mengingat ac = —ca
maka yb#zab+zcab. Selanjutnya, karena ab=0 maka diperoleh yb #z(ab)+zc(ab)
atau yb# z.0+2zc.0=0. Timbul kontradiksi, pengandaian diingkari sehingga y = za(l1-c).
Jadi, untuk sebarang ye€l(b) diperoleh ye€Ra(l-c) atau dengan kata lain [(b)
Ra(1—c) . Karena Ra(1-c) c/(b) dan I(b) < Ra(l—c) maka terbukti Ra(1-c) =1(b).

(2.d) Akan ditunjukkan /(a(l-c))=Rb. Dengan cara yang analog seperti bukti (2.c)
maka diperoleh /(a(1-c¢))=Rb.

Berdasarkan bukti (2.c) dan (2.d) berlaku a(l1-c¢) ~b. Selanjutnya dengan mengingat a ~ b
maka Ra(l—c)=I(b) = Ra . Jadi, untuk b#0 yang tunggal, diperoleh a(l—c)=a atau dengan
kata lain a —ac = a. Akibatnya ac =0. Terbukti, ac € Jac(R)* ={0} .
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3. Diasumsikan R merupakan ring yang tidak indecomposable. Artinya R memuat suatu
elemen idempoten central e yang non trivial. Sebelumnya akan ditunjukkan e~1-e
artinya Re=[(1-e) dan l(e)=R(l-¢).

(3.a) Akan ditunjukkan Re=I(1-e) .
Diambil sebarang xeRe dengan x =re untuk suatu reR. Akan ditunjukkan

xel(l-e) dengan x(1-e)=0. Karena x=re maka untuk suatu l-eeR diperoleh

x(1—e)=re(l—e) =re—re’.

Mengingat e<cR adalah elemen idempoten maka diperoleh x(1-e)=re—re=0. Jadi, untuk
sebarang xeRe diperoleh x /(1—e) atau dengan kata lain Rec/(1-e).

Sebaliknya, diambil sebarang xe€/(1-e) dengan x(1-e)=0. Akan ditunjukkan
x€Re dengan x = re untuk suatu »reR. Karena x(1-e)=0 maka x—xe=0 atau x = xe,
untuk suatu xeR. Jadi, x=xecRe. Terbukti, untuk sebarang xel(1-e) diperoleh
x €Re , dengan kata lain /(1-e) < Re . Selanjutnya, karena Rec/(1-e) dan /(1-e) C Re
maka terbukti Re=I(1-e) .

(3.b) Akan ditunjukkan /(e)= R(1-e). Dengan cara yang analog seperti pada bagian (3.a)
maka diperoleh /(e)=R(1-e).

Dari bukti (3.a) dan (3.b) berlaku e~1-¢. Selanjutnya, untuk suatu « < U(R), dengan cara
yang analog pada bukti (3.a) dan (3.b) diperoleh ue ~1-e dan e~u(1-¢). Akibatnya, ue =e
dan 1-e=u(l-¢). Jadi, 1-e=u(l-e) =u—ue =u —e sehingga u =1 atau U(R)={1} . Berdasarkan
bukti Proposisi 3.1.6, jika U(R)={1} maka ring R merupakan ring Boolean. []

Suatu himpunan matriks berukuran nxn atas ring R (dinotasikan dengan M, (R),)

dapat menjadi ring dengan sifat uniquely morphic. Pernyataan tersebut dijelaskan dalam sifat
berikut ini.

Proposisi 3.2.5. [1] Diberikan suatu ring R dengan n>2. M, (R) merupakan ring dengan sifat
uniquely morphic jika dan hanya jika R=7, dan n=2.
Bukti: Diberikan $=M,(R),, dan E, : matriks unit berukuran nxn, (dinotasikan

{E, :1<i,j<n}). Dimisalkan suatu himpunan 4cS dengan 4=E,+E,+... +E,,,, sehingga

n-1,nn

berlaku 4" =0 (namun 4" #0). Selanjutnya, berdasarkan Proposisi 3.2.4 (1), n=2 untuk
sebarang nilpoten dalam S. Diambil sebarang x € M,(R), dengan x= {[a Z}|a,b,c,d € R} dan
C

0#u<U(R), diperoleh :

pl[1 0
REllz{xE“|xeM2(R)}:{[j d}{o O}’xeMz(R)} {‘C’ g}, (3.5)
RE22:{xE22|x€M2(R)}={[j Z}[g ﬂlxeMAR)}:{g Z} (3.6)

{j ﬂ{g (I)HS 3}} (3.7

(Ey) ={xeM,(R)|xE,, =0} = {x eM,(R)
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(E,) ={xeM,(R)|xE, =0}= {x eM,(R)

[i ﬂ{é 3H8 g}} (3:8)

(1) Akan ditunjukkan RE,, = I(Ey,) .

. . 0
Diambil sebarang xeRE, maka x=|:a 0} untuk suatu a,ceR . Akan
c

Lo . a 010 0O 0 0
ditunjukkan xe€l(E,) dengan xE, =0. Diperoleh xE,, = = .
c 0]]0 1 0 0

Jadi telah ditunjukkan untuk sebarang x e RE,, diperoleh xel(E,). Terbukti
RE,| c l(Ey,) -
Sebaliknya, diambil sebarang y € /(E,,) artinya yE,, =0. Akan ditunjukkan y € RE|,

C

£ = O diveroleh vE. =0 aau| @ 2|10 ?1=|® O 4 kata Tain |0 ©
= 1peroie =0V atau = , dengan Kata lain
2% 1| TP Yha ¢ dllo 1o o] "8 0 d

0 b
dengan kata lain y:{a 0}. Untuk sebarang y e M,(R), dengan y:{a d} dan
c

0
Jadi, untuk sebarang ye/(E,,) diperoleh ye RE, dengan kata lain /(E,,) c RE,,.
Karena RE,, c I(E,,) dan /(E,,)  RE,, maka terbukti RE, =I/(E,,).
(i1) Akan ditunjukkan /(E£,,)= RE,, . Dengan cara yang analog seperti bukti (i) maka diperoleh
I(E,))= RE,, .
Jadi, telah dibuktikan bahwa E|, ~ E,, . Selanjutnya, untuk suatu u eU(R), dan dengan

0 0 ) a b ) a 0
= 0 ol Hal tersebut berarti, untuk y = 4 dengan b=0=d , diperoleh y =
c c

cara yang anolog seperti bukti (i) dan (i1), maka diperoleh E,, ~uE,,. Jadi, E,, ~ E,, dan
E,, ~uE,, sehingga diperoleh u =1 atau U(R)={1}. Hal ini berarti R merupakan ring

tereduksi. Di lain pihak, karena S merupakan ring dengan sifat uniquely morphic, dengan kata
lain § juga merupakan ring dengan sifat left morphic maka dapat disimpulkan R merupakan
ring tereduksi dengan sifat left morphic. Selanjutnya, berdasarkan bukti Proposisi, jika R
tereduksi maka R merupakan ring Boolean. Kenyataannya S =M (R)bukan merupakan ring
Boolean sehingga berdasarkan Proposisi 4.2.4, S merupakan ring yang indecomposable,
artinya S tidak memuat elemen idempoten central yang nontrivial. Jadi, R juga tidak memiliki
elemen idempoten central yang nontrivial atau R ={0,1} = Z Sebaliknya, diberikan

suatu ring S =M2(Z2)dan diambil sebarang 0#aeS. Akan ditunjukkan bahwa terdapat
1
0

2

dengan tunggal suatu b € S sehingga berlaku a ~ 5. Dimisalkan a = E|, = {

terdapat b 00 bo Lo hi di leh b
erdapat b = = - sehingga diperoleh a ~b.
P 0 1 0 1 0 0 sea b

Berdasarkan (4.5)-(4.8), jelas bahwa Ra =I[(b) dan /(a)=Rb. Selanjutnya, dapat
dikerjakan untuk elemen a yang lain dan b yang tertentu sehingga, untuk
ael{E, E,.E +E,,E,+E,,E, +E, E +E, | hanya terdapat b=1-a, dengan beS§

0
O} , maka akan

sehingga berlaku a ~ b . Selanjutnya, untuk a E{EIZ,EZI,E11 +E,+E, + Ezz} akan terdapat
b=a sehingga berlaku a ~b. Terbukti untuk sebarang 0#a e S akan terdapat dengan
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tunggal suatu beS sehingga berlaku a~b atau dengan kata lain R bersifat uniquely
morphic. []
Proposisi 3.2.6. [1] Diberikan suatu ring R dengan sifat uniquely morphic. Jika untuk setiap

0#aecR dengan a* =0 maka berlakua ~ a .

Bukti: Diberikan suatu elemen 0#a< R dengan a° =0. Berdasarkan Proposisi [2], jika a € R
dengan a elemen nilpoten maka berlaku 1—a€U(R). Diandaikan untuk 0=aeR, dengan
a’ =0 berlaku a ~b, untuk suatu b e R. Di lain pihak untuk ¢ € R berlaku 1-b~c. Akan
ditunjukkan 1-b~(1—-a)c artinya akan ditunjukkan bahwa Rl1-b=I/((1-a)c) dan
I(1-b)=R(1-a)c. Namun sebelumnya perlu diperhatikan bahwa untuk @€ Ra dengan
Ra =1(Db) diperoleh a €l(b) yang artinya ab =0. Dengan cara yang analog, diperoleh b € Rb
dengan Rb=I(a) yang artinya ba=0. Dari dua kenyataan itu, dapat disimpulkan bahwa
(1-bY1-a)=1-a—-b+ba=1-a-b+0=1-b—a+ab =(1-a)(1-b).  Selanjutnya, karena
l-beRl-b=I(c) maka (1-b)c=0.

(1) Akan ditunjukkan R1-b=I((1-a)c).

Diambil sebarang xe R1-b dengan x=y(1-b) untuk suatu yeR. Akan
ditunjukkan xe/((1-a)c) artinya x(1-a)c=0. Karena x=y(l-b) maka untuk
l-aeU(R) dan ceR diperoleh x(1-a)c=y(1-b)(1-a)c==y(l-a)l-b)c=
y(1-a).0=0. Jadi, telah ditunjukkan untuk sebarang x e R1-b berlaku xe/((1-a)c)
dengan kata lain R1-b c I((1-a)c).

Sebaliknya, diambil sebarang yel/((1-a)c) dengan y(l1-a)c=0. Akan
ditunjukkan y € R1—b artinya y=z(1-b) untuk suatu ze R. Ditunjukkan dengan
menggunakan sifat kontradiksi. Andaikan y #z(1-b) maka untuk suatu (1-a)eU(R)
dan ceR diperoleh  y(l1-a)c#z(1-b)(1-a)c. Di  lain pihak karena
(I-b)1-a)=(-a)1->b) diperoleh y(1-a)c # z(1-a)(1-b)c, serta mengingat (1—b)c =0
maka berlaku y(1-a)c# z(1-a).0, akibatnya y(1-a)c#0. Timbul kontradiksi,
pengandaian diingkari, terbukti y € Rl1—b. Jadi, telah ditunjukkan untuk sebarang
yvel((l-a)c) berlaku ye Rl-b. Terbukti /((1-a)c) < R1—b. Selanjutnya, karena
RiI-bc I((1—-a)c) dan [((1-a)c) < R1—b maka terbukti R1-b=[((1—-a)c).

(i) Akan ditunjukkan /(1-b)=R(1—a)c. Dengan cara yang analog, seperti bukti (i) maka
diperoleh /(1-b)=R(—a)c.

Jadi, telah dibuktikan bahwa 1—b ~ (1—a)c. Berdasarkan Proposisi 3.1.8. yakni untuk suatu
elemen a yang merupakan elemen LM dan wueU(R) berlaku au~u"'b. Mengingat,
1-b~(1-a)c dengan 1-a e U(R) maka diperoleh (1-b)(1—a) ~(1-a)™' (1-a)c. Di lain pihak,
karena (I-b)(1-a)=1-a—b+ba =1—a—b dan (1-a)'(1-a)c = ¢ maka berlaku 1-a—b~c
. Karena a elemen LM, maka a#0 sehingga berlaku 1-a—-b#1-b. Selanjutnya, karena
(1-b)c=0 dan mengingat (1-b)#0 maka c¢=0. Ekuivalen dengan menyatakan untuk

0#1-beR, terdapat (1-b)"' € R sehingga untuk (1-b)c=0 berlaku (1-b)"'(1-b)c=0.
Akibatnya, ¢=0. Hal tersebut berarti, 1-beU(R). Karena a~b dan 1-beU(R) maka
a~b(1-b) sehingga berlaku b=5b(1-b)=b-b" atau dengan kata lain »° =b—b=0. Diketahui
sebelumnya bahwa a* =a.a=0 artinya a €l(a)=Rb, selain itu juga telah diperoleh * =bb=0
yang artinya bel(b)=Ra, maka dapat disimpulkan bahwa Ra=Rb=I(a) , dengan kata lain
a~a.l]
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KESIMPULAN

Suatu ring yang bersifat uniquely morphic dapat ditentukan dengan mengambil

sebarang elemen 0# a € R, akan terdapat dengan tunggal b€ R, sedemikian hingga Ra =[(b)

dan /(a)=Rb. Beberapa ring yang bersifat UM adalah division ring, ring Boolean, Z,,,

Z, [x] /(x*). Serta memiliki beberapa sifat tertentu yaitu untuk setiap nilpoten @ € R berlaku

a®>=0 dan Jac(R)* =Osetiap ring R yang bersifat UM merupakan ring Boolean atau

indecomposable, selanjutnya untuk suatu himpunan matriks atas R berukuran nxn dengan
n =2 maka akan selalu dipenuhi M (R) adalah UM jika dan hanya jika R=Z, dan n=2.
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